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NUMERICAL ALGORITHM FOR SOLVING 
THE PROBLEM OF ONE-DIMENSIONAL RADIAL 
NONISOTHERMIC GAS FILTRATION
При добыче природного газа возможно образование газовых гидратов в приза-
бойной зоне скважин в результате снижения температуры, особенно в тех случаях, 
когда термобарические пластовые условия изначально близки к условиям образования 
гидрата пластового газа. 
С целью проведения вычислительных экспериментов по оценке данного явления 
в работе построена математическая модель одномерной радиальной неизотерми-
ческой фильтрации газа. Для численной реализации разработан алгоритм, основу 
которого составляют неявная разностная схема, методы прогонки и простых 
итераций. 
Разработан компьютерный код, позволяющий рассчитывать распределения раз-
личных параметров фильтрационного потока при добыче газа для разных пластовых 
и эксплуатационных условий. Проведены оценки времени и точности расчетов в за-
висимости от временного шага.
When natural gas production, the formation of gas hydrate in the well bottom zone 
due to the reduction of temperature is possible, especially in the cases, when the reservoir 
thermobaric conditions initially close to the formation conditions of the hydrate of reservoir 
gas. For numerical experiments to assess this phenomenon the mathematical model of the 
one-dimensional radial nonisothermic gas fi ltration is constructed in this work. For the nu-
merical implementation of the model an algorithm, which is based on an implicit difference 
scheme, sweep method and the method of simple iterations, is suggested. The computer code 
to calculate the distribution of different fi ltration fl ow parameters for gas production in dif-
ferent reservoir and operating conditions is written.  The time and accuracy of calculations 
depending on the time step are estimated.
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Введение
При эксплуатации Мессояхского месторождения происходило интенсивное 
образование газовых гидратов [12] из-за того, что изначально термобарические 
параметры в пласте были близки к равновесным гидратообразования, а темпе-
ратура призабойной зоны в процессе фильтрации снижалась по причине дрос-
селирования и адиабатического охлаждения газа. Поэтому на сегодняшний день 
в России к разработке планируются газовые и газоконденсатные залежи, на-
ходящиеся в предгидратном состоянии (рис. 1) [11].
 
Ðèñ. 1. Верхняя зеленая линия соответствует равновесной кривой 
гидратообразования для метана; средняя красная отображает состав газа 
из пласта П1; нижняя синяя — состав газа из пласта П2; 
серые точки — параметры, замеренные в скважинах
В связи с этим разумно провести численное исследование влияния различ-
ных параметров на давление и температуру в пласте при неизотермической 
фильтрации газа для того, чтобы оценить возможность появления в пласте тер-
мобарических условий гидратообразования. Для такого исследования необхо-
димо построить математическую модель и разработать численные методы ее 
реализации.
Математическая модель
При исследовании неизотермической фильтрации газа удобно рассматривать 
область моделирования в цилиндрических координатах (рис. 2). Принимая 
пласт однородным и изотропным, а также пренебрегая влиянием верхней и 
нижней границ, можно считать, что задача одномерная и параметры зависят 
только от радиальной координаты и времени. Допустим, что скелет пористой 
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среды и вода несжимаемы и неподвижны. Модель строится для процесса филь-
трации газа, происходящего при разработке месторождений, и его длительность 
значительно превышает характерное время выравнивания температур [3, 8], 
поэтому будем считать, что температуры скелета пористой среды, воды и газа 
совпадают.
Ðèñ. 2. Схема области моделирования
Пусть пласт, заполненный в исходном состоянии газом и водой, занимает 
область r ∈ [rw; rk]:
 > @ 00 ,:;,0 TTpprrrt kw    . (1)
Здесь t — время (с); r — радиальная координата (м); rw — радиус скважины 
(м); rk — радиус пласта (м); T — температура в пласте (К); T0 — начальная 
температура в пласте (К); p — давление в пласте (Па); p0 — начальное давление 
в пласте (Па).
Положим, что через левую границу (r = rw) из пласта отбирается газ:
 0,:,0 0 =∂
∂<==>
r
Tppprrt ww , (2)
где pw — давление на забое газодобывающей скважины (Па).
При этом на правой границе:
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Запишем уравнения сохранения массы воды и газа, состояния для газа, Латонова-
Гуревича для коэффициента сверхсжимаемости и закон Дарси [6, 8, 17]:
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где m — пористость пласта; Sg — газонасыщенность; ρg и ρw— плотность газа 
и воды; v&  — вектор скорости газа; z — коэффициент сверхсжимаемости; R — 
удельная газовая постоянная; Tc и pc – критические температура и давление газа; 
k и μ – проницаемость пласта и динамическая вязкость газа.
Преобразовав уравнение сохранения массы газа (4) с учетом сделанных до-
пущений, а также уравнения состояния (5) и закона Дарси (7), получим следую-
щее дифференциальное уравнение для расчета давления:
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Уравнение баланса энергии в пластах с учетом различных факторов рас-
сматривалось И. А. Чарным, Э. Б. Чекалюком, М. Д. Розенбергом, П. П. Золо-
таревым, Е. В. Теслюком и др.[1, 3, 7, 11, 13, 14 ,15]. Воспользуемся уравнени-
ем энергии из [3]:
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где ρsk и csk – плотность и удельная теплоемкость скелета пористой среды; cgp и 
cw – удельная теплоемкость газа и воды; εi – дифференциальный коэффициент 
дросселирования; ηs – дифференциальный адиабатический коэффициент; g
&
 – 
ускорение свободного падения; λsk, λg и λw – коэффициент теплопроводности 
скелета пористой среды, газа и воды. Преобразовав уравнение (9) с учетом 
сделанных допущений и закона Дарси (7), получим следующее дифференци-
альное уравнение для расчета температуры:
 ¹¸
·
©¨
§
w
w
w
w¸¸¹
·
¨¨©
§
w
w¹¸
·
©¨
§
w
ww
w
w
w w
w
r
Tr
rrct
pmS
r
pk
r
T
r
pk
c
c
t
T
sgi
gpg OUKPHPU
U 112
. (10)
Решив систему уравнений (6), (8) и (10) с начальными и граничными усло-
виями (1)-(3), используя при этом уравнение (5) для определения плотности 
газа, а также какие-либо выражения для зависимостей cgp, λg, μ от давления и 
температуры, можно найти давление, температуру и другие параметры при 
неизотермической фильтрации газа. Данную систему можно решить численно, 
используя неявную разностную схему, методы прогонки и простых итераций. 
Алгоритм решения подробно описан далее.
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Численная реализация
 
Ɂɚɞɚɟɦ ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ ɫɨɫɬɨɹɧɢɟ ɢ ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ ɢɬɟɪɚɰɢɨɧɧɨɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ:   .;;;,;: 0iter0iter0000 TTppTTTpzzppj jjkjkjkj        
ww
k pppp    iter010 ; .  iteriteriter ,: jjj Tpzzj   . 
Ɂɞɟɫɶ j – ɢɧɞɟɤɫ ɩɨ ɪɚɞɢɚɥɶɧɨɣ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɟ; k – ɢɧɞɟɤɫ ɩɨ ɜɪɟɦɟɧɢ; 
ɜɟɪɯɧɢɣ ɢɧɞɟɤɫ iter ɨɡɧɚɱɚɟɬ ɢɬɟɪɚɰɢɨɧɧɨɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ. 
.0;0   kt  
Ɇɟɬɨɞɨɦ ɩɪɨɝɨɧɤɢ ɪɚɫɫɱɢɬɵɜɚɟɦ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɞɚɜɥɟɧɢɹ ɜ ɭɡɥɚɯ ɩɨ ɪɚɞɢɚɥɶɧɨɣ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɟ ɧɚ ɧɨɜɨɦ ɜɪɟɦɟɧɧɨɦ ɲɚɝɟ ɢɡ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ ɚɧɚɥɨɝɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (8): 
  kjkj
j
k
j
j
k
jk
j
k
j pKKpKKKz
z
T
T
pKKp  ¸¸¹
·
¨¨©
§   31321121 11iteriter111 ; 
 jjjgjj rrr
t
mS
kRTzK ''
' 
1
iteriter 21 ;     
 
1
1
iter
5.0
iter
5.0
2
2




'
 
j
jj
j
jg
r
rr
K P
U
;     
 
j
jj
j
jg
r
rr
K '
 


2
3 1iter
5.0
iter
5.0
P
U
. 
ɂɬɟɪɚɰɢɨɧɧɵɟ ɩɥɨɬɧɨɫɬɶ ɢ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɭɸ ɜɹɡɤɨɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɹɟɦ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɢɯ 
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Благодаря использованию абсолютно устойчивой неявной схемы можно 
брать сколь угодно большие временные шаги (Δt), что приводит к значительной 
экономии времени расчетов [9, 10]. Рассмотрим, как влияет Δt на время вы-
числений (рис. 3). При расчете используются следующие значения параметров: 
p0 = 10 МПа; pw = 8 МПа; T0 = 286,7 К (13,55°C); m = 0,3; Sg = 0,9; k = 5e-14 м2; 
ρsk = 2000 кг/м
3; csk = 1000 Дж/(кг·К); λsk = 1,5 Вт/(м·К); ρw = 1000 кг/м3; 
cw = 4200 Дж/(кг·К)); λw = 0,56 Вт/(м·К); pc = 4,599 МПа [9]; Tc = 190,56 К [9]; 
R = 8,3145/16,043e-3 Дж/(кг·К) [9]; значения cgp, λg, μ определялись путем ин-
терполяции табличных данных для метана [6, 7]; rw = 0,1 м; rk = 500 м; Δr = 0,01 м 
при r ∈ [rw, 10], Δr = 0,1 м при r ∈ (10, 100], Δr = 1 м при r ∈ (100, rk]; 
tend = 30·24·60·60 с; Eps = 1e-15.
Из рис. 3 видно, что зависимость времени расчетов от временного шага 
хорошо аппроксимируется монотонно убывающей степенной функцией. При 
этом увеличение временного шага в N раз приводит к уменьшению времени 
расчетов примерно в N 0,9 раз. Если бы уравнения решались без итераций, то 
объем вычислений был бы обратно пропорционален временному шагу, т. е. его 
увеличение в N раз приводило бы к уменьшению времени расчетов в N раз. 
Однако в данном случае при увеличении временного шага увеличивается и 
среднее количество итераций (рис. 4), поэтому время расчета убывает немного 
медленнее, чем обратно пропорциональное временному шагу.
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Рассмотрим, как влияет Δt на точность вычислений. Для этого рассчитаем 
значения давления и температуры во всех узлах сетки по радиальной коорди-
нате на конечный момент времени при различных Δt. Затем, используя в качестве 
эталона результаты при Δt = 1 с, определим абсолютные погрешности при дру-
гих Δt во всех узлах сетки по радиальной координате и найдем среди них мак-
симальные значения (рис. 5).
Из рис. 5 видно, что абсолютные погрешности по давлению и температуре 
растут прямо пропорционально временному шагу. И даже при больших времен-
ных шагах принимают приемлемые для расчетов значения (например, при 
Δt = 5 сут: max Δp ≈ 11944 Па, max ΔT ≈ 0,017 К, что соответствует относительным 
погрешностям max δp ≈ 0,001, max δT ≈ 6e-5).
Ðèñ. 3. Время расчета в зависимости от временного шага.
Точки — замеры; сплошная линия — интерполяция
Ðèñ. 4. Среднее количество итераций 
в зависимости от временного шага
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Приведенный здесь алгоритм можно использовать и для решения других 
уравнений и систем уравнений.
Заключение
Предложена математическая модель одномерной радиальной неизотерми-
ческой фильтрации газа, позволяющая оценить возможности гидратообразова-
ния при добыче газа. Разработан компьютерный алгоритм, в котором использу-
ются неявная разностная схема, методы прогонки и простых итераций. Благо-
даря использованию абсолютно устойчивой неявной схемы сходимость решения 
достигается при любых шагах по времени.
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